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Resumen

El objetivo de este proyecto es explorar las definiciones basicas de la teoria de
categorias y desarrollar ejemplos que ayuden a comprender los distintos conceptos
de ésta. Estos tendran un énfasis en la categoria de conjuntos y funciones, con
ejemplos que sirvan para guiar la exploracién asi como para trabajar en un entorno
que sea familiar al mayor nimero de personas posible.

1. Introduccion

El objetivo de estas notas es dar una breve introduccion a los conceptos mas basicos
de la teoria de categorias. No son, en forma alguna, un tratamiento extenso del tema,
sino que buscan desarrollar ejemplos basicos, tomados de la teoria de conjuntos, mucho
mas comun en los programas de estudios de estudiantes de matematicas, ciencias de
la computacion y ramas afines en América Latina. El principal prerrequisito para leer
estas notas es familiaridad con los conceptos basicos de la teoria de conjuntos. Con este
fin, afiadimos un apéndice que contiene un compendio de las definiciones y resultados
necesarios para seguir el desarrollo de las notas.

Es ya un lugar comun el decir que la teoria de categorias puede verse como una
“teoria general de las funciones”, donde el énfasis recae en la forma en la que distintos
objetos matematicos pueden relacionarse con otros y consigo mismos. Estas “funciones”
(que llamaremos morfismos y seran, de hecho, no necesariamente funciones —mas sobre
esto después—) no son consideradas punto-a-punto, como suele ser el caso en una
vision conjuntista, sino que son vistas como “flechas abstractas”. Lo que se busca con
resaltar la forma en la que se pueden relacionar distintos objetos es el hacer transparente
ciertos aspectos estructurales de estos y su relacion con objetos que pudieran parecer
distantes (e.g., ;como podemos comparar al algebra de Heyting con, digamos, la logica
intuicionista?).

Intuitivamente, podemos ver a las categorias como colecciones de objetos y flechas
que cumplen con ciertas propiedades: las flechas van de un objeto a otro, todo objeto
tiene una flecha que va a si mismo, y dadas dos flechas cualesquiera, estas pueden
componerse si se corresponden en algun objeto comun. Con estas propiedades podemos
capturar diversos objetos matematicos: matrices y operaciones entre estas, espacios
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probabilisticos y variables aleatorias, espacios topologicos y funciones continuas, etc.
En estas notas nos concentraremos en como podemos usar a las categorias y conceptos
derivados, para abstraer objetos de la teoria de conjuntos.

1.1. Definiciones basicas

Ahora hacemos formal la idea del parrafo anterior.

Definicion 1 (Categoria). Una categoria C esta compuesta de:

= Una coleccién de objetos, Obj(C), que denotaremos con las letras A, B, C, etc.

= Una coleccién de flechas o morfismos, Mor(C), que denotaremos con las letras
f, g, h, etc.

» Dos mapeos, dom, cod : Mor(C) — Obj(C), que asignan a cada flecha f su
dominio dom(f) y codominio cod(f). Para una flecha f con dominio A y
codominio B escribiremos f : A — B.Y para cada par de objetos A, B definimos
el conjunto

C(A B) == {f € Mor(C) | f : A — B}

al que llamaremos Hom-set y también escribiremos como Hom¢ (A, B) o sim-
plemente Hom(A, B) cuando no exista ambigiiedad sobre la categoria en la que
estan definidos los morfismos.

» Para cualquier terna de objetos A, B, C, la composicion de morfismos,

Capc: C(A, B) XC(B, C) — C(A, 0).

Dados f € C(A,B), g € C(B,C), escribiremos g o f para denotar C4 gc(f, g)-
= Para cada objeto A, una flecha identidad, 14 : A — A.
Tales que se satisfagan los siguientes axiomas:
» Asociatividad: para cualesquiera morfismos f : A— B,g: B— C,h:C — D,
se cumple que

ho(gof)=(hog)of

» Identidades: para cualquier morfismo f : A — B se cumple que

foly=f=150f.

iLas categorias aparecen en todos lados!, nuestro primer ejemplo es uno de los
mas populares: los monoides vistos como categorias. Recordemos antes la definiciéon
algebraica de estos.

Definicion 2 (Monoide). Un monoide es un conjunto M junto a una operacioén * en
M que satisface los siguientes axiomas:
= Asociatividad: a (b * ¢) = (a * b) * ¢ para todo a,b,c € M.
» Existencia de la identidad: para cada a € M existe un elemento e € M tal que
axe=ex*xa=a.

En efecto, podemos ver a todo monoide como una categoria, donde Obj(M) se
corresponde con el conjunto unitario {-y}, i.e., nuestra categoria consta de un Gnico
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objeto. Vemos ademas que Hom(-yy, -p1) = M, es decir, los morfismos de M son exacta-
mente los elementos del conjunto M. Finalmente, el morfismo identidad del tinico objeto
de la categoria sera, precisamente, ey, el elemento neutro del monoide. Es inmediato
ver que tanto los axiomas del monoide considerado, (M, *, e), como los de categoria, se
cumplen.

Veamos ahora como es que podemos pensar en los conjuntos y sus funciones como
categorias.

Definicion 3 (Categoria de conjuntos, Set). La categoria de conjuntos y funciones,
conocida como Set, consiste de conjuntos como objetos y funciones como morfismos
entre estos. Esto es, si A y B son conjuntos, el morfismo f : A — B es una correspon-
dencia entre dichos conjuntos que asigna a cada elemento a de A un unico elemento
b en B:

Homge (A, B) := {f CAXB| fes funci()n}

La composicion en esta categoria se corresponde con la composiciéon conjuntista de
funciones, i.e., dadas funciones f : A - B,g: B — C,go f : A — C es un mapeo
x — g(f(x)); para cada conjunto A, el morfismo identidad, 14, se corresponde con
la funcién identidad usual, i.e., a — a para todo a € A.

Es un ejercicio basico de la teoria de conjuntos el mostrar que la definicion de Set
cumple con los axiomas de categorias.

Ejercicio 1. Mostrar que la composicion de funciones es asociativa y que dados cual-
quiera conjuntos A, B, sus funciones identidad fungen como elementos neutros para
cualquier funcion f : A — B.

Una observacion trivial mediante la cual podemos “duplicar” muchos de los resulta-
dos de la teoria de categorias es el hecho de que el “voltear” la direccion de los morfismos
de una categoria C cualquiera no invalida ninguno de los axiomas de categoria. Esta es
una propiedad que explotaremos en la siguiente subseccion.

Definicion 4 (Categoria opuesta). Dada una categoria C cualquiera, la categoria
opuesta C°? es dada por los mismos objetos de C y Homgop (A, B) := Homg¢(B, A).
Tanto la composicién como las identidades de C son las mismas en C°P.

1.2. Limites y colimites

En esta seccion introducimos un nimero de construcciones basicas de la teoria de
categorias, conocidas como limites y colimites, mediante las cuales podemos capturar
objetos de distintas areas que nos son familiares. Aunque algunas de estas pudieran
parecer suficientemente sencillas como para ameritar un tratamiento aparte, logran
abstraer la forma general de la que son instancias multiples objetos de diversas areas de
las matematicas. Para ejemplificar cada una de estas construcciones, nos enfocaremos
qué objetos de la teoria de conjuntos (es decir, en Set) son capturados.
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Definicion 5 (Objeto terminal). Dada una categoria C cualquiera, un objeto T es
terminal si para cada objeto A en C, existe una unica flechade AenT,74: A — T.

El objeto terminal es también denotado por 1, justificado por el hecho de que en
muchas categorias, este corresponde con un conjunto que tiene un tnico elemento.

Ejemplo 6. En Set, el objeto terminal es dado por el conjunto unitario, {*}. En efecto,
dado un conjunto A cualquiera, hay una dnica funcién f : A — {x}, la funcién que
manda a cada elemento de A al tinico elemento del conjunto unitario, a + .

Definimos ahora una de las estructuras méas ubicuas.

Definicion 7 (Productos). Dados dos objetos A, B en una categoria C cualquiera,
el producto de A y B es un objeto A X B en C junto con una pareja de morfismos
m :AXB — A, 1 AX B — B, que llamaremos proyecciones, tal que para todo
triplete (C, f : C = A,g : C — B) con C, f y g un objeto y morfismos arbitrarios de C,
existe un unico morfismo (f, g) : C — A X B tal que el siguiente diagrama conmuta:

Ust T2

A < > B

Vale la pena detenernos un momento en la tltima parte de la definiciéon que hemos
dado. El que el diagrama dado conmute establece, implicitamente, una serie de ecuacio-
nes que caracterizan la unicidad del morfismo representado con una linea punteada.
Explicitamente, el hecho de que 7; o (f,g9) = f y m o (f,g9) = g. El razonamiento
diagramal es una de las herramientas mas usadas en la teoria de categorias basica,
donde lo que se busca capturar es la existencia de morfismos que den lugar a ecuaciones
entre estos y, en ocasiones, su unicidad.

Observacion 8. Diremos que una categoria C tiene productos binarios cuando para
cualesquiera par de objetos A, B, su producto existe en C.

Veamos ahora a qué es a lo que corresponden los productos en la categoria Set. Para
esto, recordemos antes que el producto cartesiano de dos conjuntos X, Y cualesquiera
corresponde con el conjunto de sus pares ordenados:

XxY::{(x,y)lxenyeY}

Ejemplo 9. Como el lector se habra adelantado, los productos categéricos de Set
se corresponden con el producto cartesiano de conjuntos. Haciendo esto explicito,
dados cualesquiera dos conjuntos A, B, podemos formar su producto cartesiano A X B,
y sus proyecciones corresponden exactamente con los morfismos proyectivos. Para
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definir el morfismo tnico (f, g) : C — A X B basta con tomar (f, g)(c) = (f(c),g(c))
para cualquier ¢ € C. Es inmediato ver que las ecuaciones del diagrama conmutativo
que define al producto se cumplen bajo estas definiciones.

Definicion 10 (Ecualizadores). Sean f,g : A — B un par de morfismos paralelos en
una categoria C. El ecualizador de (f, g) es un morfismo e : E — A tal que:

f
> A

E B
A g9

|

|

|

|

|

|

|

|
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D

Nuevamente, podemos preguntarnos a qué corresponde de manera explicita el dia-
grama de la definicién dada. Siguiendo la composicion de los morfismos, el ecualizador
e debe cumplir con f o e = g o e tal que para cualquier otro morfismo h: D — A que
mantenga la misma relacion con f y g (i.e., f o h = g o h), exista un Gnico morfismo
ﬁ:D—)Etalqueh:eOB.

Ejemplo 11. En Set el ecualizador de dos funciones f,g : A — B es dado por la
inclusion,
[xeAlf(x)=g(x)} = A

Esto nos permite ver a subconjuntos determinados por una propiedad ecuacional
como ecualizadores. Por ejemplo, dadas dos funciones f, g : R? — R, definiendas
como f(a,b) = a*> + b® y g(a,b) = 1, tenemos que el ecualizador se corresponde
exactamente con el subconjunto de R? que determina a los circulos unitarios.

Consideremos ahora un ultimo tipo de construccion.

Definicion 12 (Producto fibrado). Consideremos un par de morfismos f : A — C, g :
B — C en una categoria C. El producto fibrado de f a lo largo de g es un par de
morfismos p : D — A, q : D — B tales que hay un tnico morfismo h : D’ — D desde
cualquier otro objeto D" de C tal que el siguiente diagrama conmuta:

Si bien esta construccion luce poco menos intuitiva, es, junto con todas las ante-



riores, una instancia de una construccién general: los limites categoricos consisten en
diversas formas de diagramas conmutativos dentro de una categoria. Estos diagramas
nos permiten empezar con objetos y morfismos que asumimos existen en nuestra cate-
goria (o sabemos como pueden ser construidos), y obtener (construir) un nuevo objeto
junto con morfismos que lo relacionen con los objetos originalmente considerados. Una
construccion explicita de cada una de las construcciones anteriores como limite, asi
como la definicién general de limite, puede encontrarse en [Leil6].

2. Functores

Los functores son fundamentales para el entendimiento de las estructuras que
aparecen en la teoria de categorias. No solo permiten hacer traducciones coherentes
entre categorias, sino que también establecen conexiones entre diferentes areas del
conocimiento matematico. Estudiar functores es abrir la puerta a un lenguaje universal
que expande los horizontes del pensamiento matematico.

Intuitivamente, podemos ver un functor como una asignaciéon que actia de dos
maneras entre categorias: primero, asigna a cada objeto en la categoria de origen un
objeto en la categoria de destino, y segundo, asigna a cada morfismo en la categoria
de origen un morfismo en la categoria de destino. Ademas, debe preservar ciertas
propiedades importantes de las categorias: aplicar un functor a la composicion de dos
morfismos debe ser igual a aplicar el functor a cada morfismo y luego componerlos,
y aplicar el functor a un morfismo identidad debe ser igual a la identidad del functor
aplicado al objeto en cuestion.

Ahora hacemos formal la idea del parrafo anterior.

Definicion 13 (Functores). Un functor F : C — D esta dado por:
» Un mapeo de objetos, que asigna un objeto F(A) en D a cada objeto A de C.
» Un mapeo de flechas que asigna un morfismo F(f) : F(A) — F(B)enD a
cada morfismo f : A — B en C de tal forma que se preserven las identidades y
composiciones, es decir: F(g o f) = F(g) o F(f) y F(1a) = 1F(a).

La definicion formal de un functor resalta dos aspectos clave: el mapeo de objetos
y el mapeo de morfismos. Preservar las identidades y composiciones asegura que la
estructura categorica se mantenga intacta bajo la accion del functor.

Definition 14 (Categoria producto). SiCy D son dos categorias, la categoria producto
C X D es la categoria cuyos:

= Objetos son pares ordenados (¢,d) con ¢ € Obj(C) yd € Obj(D).

» Morfismos son pares ordenados ((f : ¢ = ¢’),(g:d — d')).

» La composicion de morfismos se define componente a componente, es decir,

(f,9) o (f,9) =(fof.gog).

Ejemplo 15. Sea C una categoria con productos binarios y sea C X C la categoria
producto de C con ella misma. El functor producto X : C X C — C se define como:
= Mapeo de objetos: X(C,D) :=C x D
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= Mapeo de flechas: X(f, f’) == f X f’
Donde C X D es un producto binario de los objetos C,D y f X f” es el producto de

ff

Este ejemplo ilustra como los functores pueden establecer relaciones entre categorias.
En este caso, el functor producto toma dos objetos y dos morfismos de la categoria
original y los combina mediante el producto binario.

Ahora veremos un par de definiciones que resultan ser tutiles para tratar algunas
construcciones.

Los functores covariantes mantienen la direccion de los morfismos, lo que significa
que respetan la estructura direccional de las flechas en la categoria.

Definicion 16 (Functor covariante). Un functor F es covariante si el mapeo de
morfismos preserva la direccion de estos, i.e., si f : A — B entonces Ff : FA — FB.

Por otro lado, los functores contravariantes invierten la direccién de los morfismos,
lo que puede ser util en contextos donde se necesita considerar la estructura dual de
una categoria.

Definicion 17 (Functor contravariante). Un functor F es contravariante si el mapeo
de morfismos hace exactamente lo opuesto, i.e., si f : A — Bentonces Ff : FB — FA.

Un endofunctor es un tipo especial de functor que mapea una categoria en si
misma, permitiendo estudiar transformaciones y estructuras internas dentro de la
misma categoria. Estos resultan ser de suma importancia para definir el concepto de
monada.

Definicion 18 (Endofunctor). Un functor que va de una categoria en si misma es
llamado endofunctor, i.e., dada una categoria C, el functor T : C — C se llama
endofunctor.

Veamos ahora un ejemplo de endofunctor

Ejemplo 19. En Set podemos definir el (endo)functor potencia P : Set — Set
cuyo mapeo de objetos envia un objeto X a su conjunto potencia PX y el mapeo de
morfismos envia una funcién f : X — Y a su imagen directa Pf : PX — PY.

Para ilustrar el functor potencia en la categoria Set, consideremos dos conjuntos X y
Y, cada uno con tres elementos, y una funcion entre ellos. Considermos los siguientes
conjuntos:

X ={a,b,c}
Y ={1,2,3}
Definamos una funcién f : X — Y como:
fla)=1
flb)=2



fle)=3

Ahora, aplicamos el functor potencia P a X y a Y. El functor potencia mapea cada
conjunto a su conjunto potencia, es decir, el conjunto de todos sus subconjuntos.
El conjunto potencia de X es:

PX ={0,{a}, {b}.{c}.{a, b}, {a.c}, {b,c}.{a,b,c}}

El conjunto potencia de Y es:

PY = {0,{1},{2}, {3}, {1,2}, {1,3},{2,3}, {1,2,3}}

El functor potencia /P también acttia sobre la funcion f. Dada una funcién f : X — Y,
el functor P mapea f a una funciéon Pf : PX — PY, que se define por el mapeo de
imagenes directas de subconjuntos. Es decir, para cada subconjunto S € X, Pf(S) =
{f(x) | x €S}
Veamos algunos ejemplos de este mapeo:

» Para S = {a,b} C X, tenemos Pf({a,b}) = {f(a), f(b)} = {1, 2}.

» Para S = {b,c} C X, tenemos Pf({b,c}) = {f(b), f(c)} ={2,3}.

» Para S = {a} C X, tenemos Pf({a}) = {f(a)} = {1}

» Para S ={a,b,c} C X, tenemos Pf({a,b,c}) = {f(a), f(b), f(c)} = {1,2,3}.
De manera mas general, para cualquier subconjunto S de X, Pf(S) es el conjunto de
las imagenes de los elementos de S bajo la funcioén f.
Entonces, la accién del functor potencia P sobre los conjuntos X y Y y la funcién f
se puede resumir de la siguiente manera:

P(X) = {0.{a}, {b}.{c}.{a. b}, {a.c}. {b.c}.{a, b, c}}

P(Y) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3}}
P(HS) ={f(x) [ x €5}

Este ejemplo muestra como el functor potencia opera tanto sobre conjuntos como
sobre funciones entre conjuntos en la categoria Set.

3. Transformaciones Naturales

Las transformaciones naturales son fundamentales para el entendimiento de las
relaciones entre functores en la teoria de categorias. No solo permiten comparar y
conectar functores de manera coherente, sino que también facilitan la transferencia
de estructuras y propiedades entre categorias de una manera sistematica. Estudiar
transformaciones naturales es abrir la puerta a un lenguaje que proporciona una visiéon
mas profunda y cohesiva del pensamiento matematico.

Intuitivamente, podemos ver una transformacion natural como una asignaciéon que
actiia de manera coherente entre functores: primero, asigna a cada objeto en la categoria
de origen un morfismo en la categoria de destino, y segundo, lo hace de tal manera
que estos morfismos respeten la estructura de los functores involucrados. En otras
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palabras, para cada objeto en la categoria de origen, la transformacion natural asigna
un morfismo que conecta las imagenes de ese objeto bajo los dos functores. Ademas,
debe preservar ciertas propiedades importantes: para cada morfismo en la categoria de
origen, la transformacion natural garantiza que el diagrama correspondiente con las
imagenes bajo los functores sea conmutativo.

Ahora hacemos formal la idea del parrafo anterior.

Definicion 20 (Transformacion natural). Sean F,G : C — D dos functores. Una
transformacion natural t : F = G es una familia de morfismos en D indexados por
objetos A de C:

{ta: FA — GA}acon(c)

Tal que para todo f : A — B el siguiente diagrama conmuta:

FA il \ FB
ta 13:3
GA = S GB

Con esta definiciéon en mente, consideremos un ejemplo especifico para ilustrar
coémo funciona una transformacién natural.

Ejemplo 21. Sea 1 el functor identidad en Set y sea X o (1, 1) el functor que toma
cada conjunto X a X X X y cada funciéon f a f X f. Entre esos dos functores hay una
transformacion natural

Ax : X > XXX :=x+ (x,x)

La naturalidad equivale a afirmar que para cualquier funcion f : X — Y el siguiente
diagrama conmuta

X f Sy
AX AY
X x X — S YXY

Llamamos a A transformacion diagonal en Set. Esta es, de hecho, la tinica transfor-
macién natural entre estos functores.

Como se observa en el ejemplo, A asigna a cada conjunto X un morfismo Ax que
lleva un elemento x € X al par (x, x) € X X X. La naturalidad asegura que al aplicar una
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funcién f alos elementos de X y luego tomar la diagonal del conjunto Y, el resultado es
el mismo que si primero tomamos la diagonal de X y luego aplicamos la funcién f X f.

4. Monadas

Damos ahora uno de los objetos mas bellos y utilizados de la teoria de categorias,
las moénadas. Aunque popularizadas y usadas de forma extensa en computacion teérica
a raiz de los trabajos de Moggi [Mog91], las ménadas se originan de construcciones
cohomolégicas que buscaban relacionar functores.

Su uso extendido en la teoria computacional viene de su practicidad para dar una
semantica a lenguajes de programacion, asi como efectos algebraicos, logrando modelar
diversas caracteristicas que pueden ser encontradas en procesos computables (e.g.,
comportamientos no deterministicos, probabilisticos, temporales, etc.)

Definicion 22 (Ménada). Sea C una categoria cualquiera y T un endomorfismo en
C. Una moénada en C es una terna (T,n,u) donden : 1c = Typu: ToT = T son
transformaciones naturales, que llamaremos unidad y multiplicacion, tales que los
siguientes diagramas conmutan:

T T T
T3 ——£— T2 ik l . T2 < 4 T
T
p p ) p 4
T2:y>T T

Aprovechando que hemos introducido ya al endofunctor del conjunto potencial P
sobre la categoria Set, veamos por ejemplo una de las ménadas mas ubicuas, la ménada
del conjunto potencia.

Ejemplo 23. Ya hemos visto que P : Set — Set es un endofunctor sobre Set, basta
asi mostrar a qué corresponde la unidad y la multiplicacion bajo P para obtener
una moénada (P, 1, i), proponemos a la unién de conjuntos y el formar conjuntos
unitarios, como la multiplicacion y la unidad de nuestra moénada, respectivamente.
Esto es, nx : X — PX actiia en un conjunto X como

X {X} € PX
y px : P2X — PX actda en un conjunto de subconjuntos de X como

SQPZXHUAEPX.

A€eS

Tomando esta triada, (P, {—}, ), basta ahora con verificar que los dos diagramas
de la definicion de hecho conmutan, lo cual es un ejercicio de teoria de conjuntos.
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5. Spans

Definition 24 (Span). Dada una categoria C, un span de X a Y es un diagrama con

la siguiente forma

X Y

Donde S es el vértice, X y Y son el dominio y codominio respectivamente. Los
morfismos s, y s, son las piernas izquierda y derecha respectivamente.

Los productos fibrados fueron definidos previamente y es en este momento en el
que se ve la utilidad de estos. Resulta que cuando una categoria tiene productos fibrados,

es posible componer spans en ella.

Definition 25 (Composicion de spans). Dados los siguientes spans
S T
N N
X Y Z

t
Podemos tomar el producto fibrado de S Y Tdela siguiente forma

SXy T
Y
S T
N TN
X Y Z
Luego, el span composicion resulta ser

Sxy T

SV \ZOT
X Z

La teoria de categorias se encarga de estudiar objetos y relaciones entre ellos. Por
eso no es extrafio pensar en la idea de morfismos entre spans. La siguiente definiciéon
es una forma precisa de esta idea.

- N by t
Definition 26 (2-morfismo entre spans). Sean X & s Ly yX —T — Y dos
spans en una categoria C. Un mapeo entre ellos, usualmente llamado 2-morfismo,
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esta dado por f : S — T en C y hace que el siguiente diagrama conmute

S
|
f
1
T

Los 2-morfismos permiten establecer una relacion adicional entre spans, proporcio-
nando una capa extra de estructura y facilitando la comparacion entre diferentes spans.
Veamos ahora un ejemplo de spans en la categoria Set

Example 27. Consideremos dos relaciones binarias R C X X Y, S € Y X Z, tomando
las proyecciones a sus respectivos dominios y codominios obtenemos dos spans

R S

X Y Y VA

Como Set es una categoria con productos fibrados podemos componer los dos spans

para obtener
RXxy S

) / \ i
Donde
RxyS={(r,s) € RXS:m(r) =my(s)}
={(r,s) = ((xy), (¥,s)) € RxS: my(x,y) =y =y = my(x",y)}
={((x,y), (y,2)) e Rx S}

Es decir, si hay algin y € Y que se comparta, entonces los elementos (x,y) € Ry
(y,z) € S estan relacionados entre si.

En este caso, la composicion de los spans es la composicion de relaciones binarias.
Ademas existe un 2-morfismo entre composiciones. Si tomamos el siguiente conjunto

R;S ={(x,2) : y(x,y) € R, (y,z) € S}

Y definimos el morfismo f : R Xy S — R; S que realiza la asignacion ((x,y), (y,z)) —
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(x, z), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

RXxy S

f

TTx XTTR J/ T XTTS

R;S

TTx Ty

Y

Este ejemplo en la categoria Set ilustra como las relaciones binarias pueden ser vistas
como spans y como la composicion de estas relaciones corresponde a la composicion
de spans. Los 2-morfismos proporcionan una manera de pasar de la composicion de
spans a la composicion usual de relaciones binarias.

6. Conclusiones

La teoria de categorias ofrece una perspectiva distinta de las matematicas. Estudiar
este tema durante estos meses ha sido una experiencia grata y enriquecedora. Este pro-
yecto no solo se centr6 en los tecnicismos de una rama fundamental de las matematicas
modernas, sino que también se enfoc6 en comprender algunos de los conceptos mas
esenciales de esta disciplina.

El enfoque elegido para este proyecto siguié un orden similar al de las notas presen-
tadas: estudiar definiciones y conceptos acompanados de ejemplos relevantes. Ademas,
se dio gran importancia a la resolucion de ejercicios y problemas variados que conectan
los temas estudiados.

En estas notas se presenta una base solida para adentrarse en el mundo de las
categorias; no obstante, aun quedan muchos aspectos por explorar. Algunos temas de
interés para futuros proyectos incluyen categorias restrictivas, ménadas restrictivas,
categorias monoidales, y la correspondencia de Curry-Howard-Lambek, entre otros.
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